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Definicja 1 Powiemy, ze wielomian f € GF(p)[X] jest nierozkladalny, jezeli
nie istnieje taki wielomian g € GF(p)[X] stopnia wigkszego od 0, ze g | f. O

Definicja 2 Powiemy, ze nierozkladalny wielomian f € GF(p)[X] jest pier-
wotny, jezeli rzad elementu X mod f wynosi p” — 1, gdzie n jest stopniem f. O

W dalszej czedci naszych rozwazan bedziemy przyjmowali, ze N = 2" — 1
i znany jest rozklad liczby N na czynniki pierwsze N = p{* ... pp*.

Twierdzenie 1 Jezeli f € GF(p)[X] jest wielomianem stopnian, N = p"—1 =
it ... pp* 1 zachodzg nastepujace warunki

1. NWD(f, f) =1,
2. X¥ =1mod f,
3. XN/Pi £ 1 mod f,
4. NWD(f, XN/Pi 1) =1,
to f jest wielomianem pierwotnym.

Dowdéd: Pierwszy warunek zapewnia, ze wielomian f jest wielomianem bezkwa-
dratowym. To znaczy takim, ktory nie jest podzielny przez kwadrat jakiegos in-
nego wielomianu. W celu udowodnienia tego faktu zalézmy, ze NWD(f, f') =1
i istnieje taki wielomian g € GF(p)[X], ze g% | f. W takim przypadku mo-
zemy zapisa¢ f = g¢2h. Stosujac wzory na pochodna iloczynu otrzymujemy
= (g?n) = (¢*)'h + g?h' = 2g9'h + g*h' = g(29’h + gh'). Prowadzi to do
sprzecznoéci, gdyz zaréwno f, jak i f’ sg podzielne przez g. Otrzymana sprzecz-
nos¢ dowodzi stusznosci postulowanej tezy, ze wielomian f jest bezkwadratowy.

Zauwazmy teraz, ze warunki (2) i (3) gwarantuja nam ze rzad elementu X
wynosi N pod warunkiem, ze wielomian f jest nierozkladalny. W dalszej czesci



dowodu skupimy sie wiec na wykazaniu, ze warunki (2)-(4) implikuja nieroz-
ktadalnosé wielomianu f. Zatézmy przeciwnie, ze pomimo spelnienia warunkéw
(2)-(4) wielomian f jest podzielny przez nierozkladalny wielomian g, ktéry ma
stopiei m < n. Skoro g | f, to istnieje taki wielomian h, ze f = ghi gt h. Przy
czym ostatnia zaleznosé wynika z faktu, ze wielomian f jest bezkwadratowy.
Warunek (2) gwarantuje nam, ze

fl1xYN -1
Poniewaz f = gh, to réwniez g | X~V — 1 i mozemy zapisaé
XV =1mod g.
Jezeli przez d oznaczymy rzad X mod g, to mozemy zapisa¢ kongruencje
X9=1mod g.

Poniewaz M = 2™ — 1 jest rzedem grupy multiplikatywnej modulo g, to oczy-
wiscie d | M i prawdziwa jest réwniez kongruencja

XM =1mod g.

Poniewaz m < n, tod < M < N. Zatem d jest dzielnikiem wlasciwym liczby
N. W zwiazku z tym istnieje takie p;, ze d | %. Oznacza to, ze

XN/Pi =1 mod g.

To implikuje, ze g | (XN/P — 1), a co za tym idzie g | NWD(f, XN/Pi —1). Ale
to jest sprzeczne z warunkiem (4), ktéry gwarantuje iz f jest wzglednie pierwsze
z kazdym wielomianem X™/Pi — 1. Otrzymana sprzecznoéé dowodzi, ze f nie
moze mie¢ dzielnika wlasciwego. Oznacza to, ze f jest nierozkltadalny, a warunki
(2)-(3) gwarantuja, ze jest pierwotny. To koniczy dowdd. |



